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Matematyczny model nieustalonego przepływu mieszaniny wodoru 
i gazu ziemnego w rurociągu
Mathematical model of unsteady flow of a hydrogen and natural gas mixture in a pipeline

Marta Gburzyńska

Państwowa Akademia Nauk Stosowanych im. Ignacego Mościckiego w Ciechanowie

STRESZCZENIE: W niniejszym artykule opisany został matematyczny model przepływu gazu w stanie nieustalonym, który następnie 
został uzupełniony do postaci prezentującej matematyczny model mieszaniny wodoru i gazu ziemnego. Model ten jest wyprowadzany 
za pomocą równań ruchu, ciągłości oraz stanu i dostarcza precyzyjnego opisu dynamicznych aspektów przepływu gazu. Badania ma-
tematyczne obejmują dodanie wodoru do gazu ziemnego, mając na celu umożliwienie zrozumienia wpływu tej modyfikacji na właści-
wości mieszaniny gazów. Model matematyczny mieszaniny gazów jest linearyzowany w celu zapisu w postaci operatorowej. Postać 
operatorowa modelu daje możliwość między innymi definicji funkcji przejścia. Funkcje przejścia definiowane są w celu badania reakcji  
wejście–wyjście. Po przekształceniu do postaci operatorowej funkcje przejścia są wykorzystywane do badania właściwości dyna-
micznych układu. Kolejnym etapem jest opis funkcji przejścia w postaci widmowej, aby zbadać właściwości dynamiczne rurociągu 
z wykorzystaniem analizy częstotliwościowej. Charakterystyki częstotliwościowe opisują zachowanie układu w stanie ustalonym przy 
sygnałach sinusoidalnych. Wyrażają relację między odpowiedzią układu a zadanym wymuszeniem harmonicznym, zmieniającym się 
w określonym zakresie prędkości kątowej. Charakterystyki częstotliwościowe w skali logarytmicznej przedstawione oddzielnie dla 
modułu liczby określającej stosunek amplitudy sygnału wyjściowego do amplitudy sygnału wejściowego oraz logarytmicznej charak-
terystyki fazowej, czyli zależności przesunięcia fazowego od prędkości kątowej przedstawionej w skali logarytmicznej, nazywane są 
charakterystykami Bodego. Charakterystyki Bodego pozwalają analizować, jak dla określonych wartości prędkości kątowej sygnału 
wejściowego zmieniają się amplituda oraz przesunięcie fazy między sygnałem wyjściowym a wejściowym. Podstawowym celem 
przeprowadzonej analizy jest zrozumienie procesów przepływu gazu w warunkach nieustalonych. Jednym z kluczowych parametrów 
branym pod uwagę jest stosunek masowy wodoru do gazu ziemnego, oznaczany jako θ. Ten współczynnik ma decydujące znaczenie 
dla zrozumienia właściwości mieszaniny gazów. Daje on cenne informacje na temat dynamiki mieszanki. Wpływ tej mieszaniny na 
procesy przepływu gazu jest istotny zarówno teoretycznie, jak i praktycznie. Prezentowana analiza stanowi istotny krok w kierunku 
lepszego zrozumienia tych procesów.

Słowa kluczowe: wodór, gaz ziemny, model matematyczny, przepływ gazów, mieszanina gazów, izotermiczny przepływ gazów, prze-
strzeń stanów, równanie stanu, zrównoważona energetyka.

ABSTRACT: This article describes a mathematical model of unsteady gas flow in an unsteady state, which is then extended to represent 
a mathematical model of a mixture of hydrogen and natural gas. This model is derived using equations of motion, continuity, and state, 
providing a precise description of the dynamic aspects of gas flow. The mathematical investigations include the addition of hydrogen to 
natural gas, aiming to understand the impact of this modification on the properties of the gas mixture. The mathematical model of the 
gas mixture is linearized for representation in operator form. The operator form of the model allows, among other things, the definition 
of transfer functions. Transfer functions are defined to examine input-output responses. After transformation into operator form, trans-
fer functions are utilized to investigate the dynamic properties of the system. The next step involves describing the transfer functions 
spectrally to examine the dynamic properties of the pipeline using frequency analysis. Frequency characteristics describe the system's 
behavior in a steady state under sinusoidal signals. They elucidate the relationship between the system's response and a specified har-
monic excitation, varying within a defined range of angular velocities. Frequency characteristics, presented separately for the magnitude 
of the number, determining the ratio of output signal amplitude to input signal amplitude, and the logarithmic phase characteristics, 
depicting the phase shift dependence on angular velocity presented in a logarithmic scale, are known as Bode characteristics. Bode 
characteristics allow the analysis of how amplitude and phase shift between the output and input signals change for specific angular 
velocity values of the input signal. The primary goal of the conducted analysis is to understand gas flow processes under unsteady 
conditions. One of the key parameters taken into account is the mass ratio of hydrogen to natural gas, denoted as θ. This coefficient is 
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crucial for understanding the properties of the gas mixture, providing valuable insights into its dynamics. The impact of this mixture 
on gas flow processes is significant both theoretically and practically. The presented analysis represents a crucial step towards a better 
understanding of these processes.

Key words: hydrogen, natural gas, mathematical model, gas flow, gas mixture, isothermal gas flow, state space, equation of state, 
sustainable energy.

Wstęp

W perspektywie ekologii i zrównoważonego rozwoju wo-
dór wyróżnia się jako potencjalnie kluczowe źródło energii 
ze względu na brak emisji dwutlenku węgla (CO2) podczas 
jego użytkowania. Jako czysty gaz palny jest rozważany jako 
perspektywiczne źródło energii w przyszłości (Gburzyńska 
i Kwaśniewski, 2023). W przypadku gdyby produkcja wodoru 
odbywała się z użyciem odnawialnych źródeł energii, elimi-
nując tym samym znaczące emisje CO2, możliwe stałoby się 
generowanie i korzystanie z energii przy minimalnym wpływie 
na środowisko w postaci gazów cieplarnianych i zanieczysz-
czeń powietrza.

Jednakże wykorzystanie wodoru napotyka na wyzwania 
związane z przechowywaniem oraz jego naturalnym wystę-
powaniem w mieszaninie z innymi gazami, przede wszystkim 
gazem ziemnym (Eames et al., 2022; Gburzyńska 2023, 2024). 
W artykule został przedstawiony uproszczony matematyczny 
model dotyczący tej mieszanki, którego rozwiązanie oparto 
na metodzie przestrzeni stanów. Analiza koncentrowała się 
na efektach dodawania wodoru do gazu ziemnego, dążąc do 
przedstawienia, w jaki sposób ten proces wpływa na właściwo-
ści mieszanki. Taki model umożliwia bardziej wszechstronne 
zrozumienie zachowań fizycznych i termodynamicznych tej 
mieszanki, co ma kluczowe znaczenie w kontekście potencjal-
nego wykorzystania wodoru jako komponentu gazu dostarcza-
nego do sieci gazowej (Director i Rohrer, 1976).

Wprowadzenie wodoru do tradycyjnej infrastruktury ga-
zowej stawia przed nami istotne wyzwania związane m.in. 
z różnicami w charakterystykach obu gazów. Analiza mate-
matyczna pomaga zidentyfikować potencjalne zagrożenia, 
takie jak zmiany parametrów przepływu czy kwestie związane 
z bezpieczeństwem dostaw gazu. Dodatkowo tego typu ana-
lizy mają kluczowe znaczenie w kontekście zrównoważonej 
energetyki, w której rola wodoru jako czystego źródła energii 
może okazać się kluczowa (Ogata, 2002).

Matematyczny model  
izotermicznego nieustalonego przepływu gazu

Do tworzenia matematycznego modelu izotermicznego 
nieustalonego przepływu w rurociągu stosuje się następujące 
równania (Osiadacz, 1987):

•	 	równanie ciągłości;
•	 	równanie ruchu;
•	 	równanie stanu.

Równanie ciągłości

Równanie ciągłości jest zasadą zachowania materii w od-
niesieniu do zjawiska przepływu płynu. Masa, która jest miarą 
ilości materii, nie może powstać ani zniknąć, stąd zmiana masy 
w objętości kontrolnej może być spowodowana tylko różnicą 
wpływu i wypływu do i z objętości. Równanie (1) jest prawem 
zachowania masy w postaci różniczkowej:
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( ) 0 	 (1)

gdzie:
ρ – gęstość gazu,
w – prędkość strumienia gazu,
t – czas,
x – współrzędna kartezjańska.

Mnożąc obie strony równania przez pole przekroju po-
przecznego A oraz uwzględniając, że M = ρ ∙ w ∙ A, gdzie M –  
przepływ masowy, otrzymuje się:
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Równanie ruchu

Równanie ruchu (II prawo dynamiki Newtona) mówi, że 
algebraiczna suma sił działających na element płynu o okre-
ślonej masie w określonej chwili jest równa zmianie pędu tego 
elementu w tej chwili.

	 d Mw
dt xF
( )

= ∑ 	 (3)

Lewa strona równania (3) może być wyrażona następująco 
(Osiadacz, 1987):
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W przypadku transportu gazu rurociągiem wyróżnia się 
trzy składowe siły działającej na element gazu:
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gdzie:
F1 – siła od ciężaru gazu znajdującego się wewnątrz po-

wierzchni kontrolnej,
F2 – siła od oporu hydraulicznego,
F3 – siła od ciśnienia gazu,
α – kąt nachylenia osi rurociągu do poziomu,
λ – współczynnik oporu hydraulicznego,
D – średnica wewnętrzna.

Po przekształceniach otrzymuje się:
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Równanie stanu

Równanie stanu opisuje wzajemną zależność pomiędzy 
parametrami stanu gazu (ciśnieniem, gęstością i temperaturą):
	 p /ρ = zRT	 (7)
gdzie:
R – uniwersalna stała gazowa,
z – współczynnik ściśliwości, zależny od wartości krytycz-

nych temperatury i ciśnienia oraz ich wartości rzeczy-
wistych,

T – temperatura gazu.

W przemianie izotermicznej (T = const) zależność pomiędzy 
ciśnieniem a gęstością przyjmuje postać:
	 p /ρ = c2	 (8)
gdzie:
c – prędkość dźwięku w gazie,
p – ciśnienie gazu.

Podstawiając równanie (8) do równania (1), otrzymuje się:
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Dokładny model matematyczny nieustalonego izoter-
micznego przepływu gazu w rurociągu poziomym ma postać 
(Osiadacz, 1987):

	

A
c

p
t

M
x

w
t

p
x

M
A x DA

M M

2

2

2 2

0

2
0

∂
∂
+
∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂
+ =












( )ρ

ρ
λ

ρ 	 (10)

Mieszanina wodoru i gazu ziemnego

Na bazie matematycznego modelu przepływu gazu (10) 
poniżej wyprowadzono matematyczny model mieszaniny 
wodoru i gazu ziemnego.

Stosunek masowy wodoru (Agaie et al., 2020; Hafsi et al., 
2020):

	 θ =
+

Mas
Mas Mas

w

g w
	 (11)

gdzie:
Masw – masa wodoru,
Masg – masa gazu ziemnego.

Gęstość wodoru i gazu ziemnego określone są jako:
	 ρw = Masw /Vw	 (12)
	 ρg = Masg /Vg	 (13)
gdzie:
Vw – objętość wodoru,
Vg – objętość gazu ziemnego.

Objętość właściwa mieszaniny wodoru i gazu ziemnego 
jest definiowana jako:
	 1/ρ = Vm /Masm	 (14)
gdzie:
Vm = Vw + Vg – objętość mieszaniny wodoru i gazu ziemnego,
Masm = Masw + Masg – masa mieszaniny wodoru i gazu 

ziemnego.

Gęstość wodoru oraz gazu ziemnego zgodnie z procesem 
politropowym są zapisywane jako:
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gdzie:
ρw0

 – początkowa gęstość wodoru,
ρg0

 – początkowa gęstość gazu ziemnego,
p – ciśnienie wzdłuż rurociągu,
p0 – ciśnienie początkowe,
n – indeks procesu przepływu dla wodoru,
n' – indeks procesu przepływu dla gazu ziemnego.

Dla średniej gęstości mieszaniny można zapisać:

		  (17)

Dla przepływu sprężystego prędkość fal ciśnienia definio-
wana jest następująco:
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gdzie:
s – warunek stałej entropii.

Związek równania stanu z prędkością fal ciśnienia c można 
zapisać w postaci:
	 p = ρc2	 (19)

Podstawiając (17) do (18), uzyskuje się:
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W uproszczonym matematycznym modelu przyjęto, że 
rurociąg jest ułożony poziomo (ρg sinα = 0). Ostatecznie można 
zapisać (Osiadacz i Gburzyńska, 2022):
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Linearyzacja modelu

Dla uproszczenia modelu matematycznego opisanego ukła-
dem równań różniczkowych nieliniowych stosuje się linearyza-
cję tych równań. Pozwala to na sformułowanie przybliżonego 
opisu liniowego zjawiska w otoczeniu wybranego punktu pracy 
na charakterystyce statycznej (punkt ten odpowiada najczę-
ściej nominalnym lub uśrednionym warunkom pracy ukła-
du). Badanie układów liniowych jest podejmowane z dwóch 
powodów. Po pierwsze, wiele układów zachowuje liniowość  
w użytecznych przedziałach pracy, po drugie, dokładna analiza 
matematyczna układów liniowych jest znacznie prostsza niż 
analiza w bardziej ogólnym ujęciu. Poniżej zbadano zachowanie 
się zmiennych modelu wokół stanu ustalonego, tzn. rozważono 
przebiegi odchyleń tych zmiennych od ich wartości w stanie 
ustalonym. Ponieważ zmienne modelu są funkcjami x oraz t,  
więc odchylenia tych zmiennych od wartości w stanie usta-
lonym są również funkcjami x oraz t zgodnie z zależnością:
	 u(x,t) = us + ∆u(x,t)	 (22)

Odchylenia te nazywane są zmiennymi przyrostowymi 
i oznacza się je symbolem ∆u(x,t), a us oznacza wartość stanu 
ustalonego. Przyjmuje się, że zmienne przyrostowe spełniają 
warunek |∆u /u| ≤ 1.

Wartości zmiennych przyrostowych powinny być na tyle 
małe, żeby człony zawierające te wielkości można było po-
minąć, tzn.:
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co oznacza, że ostatni człon w równaniu (23) można pominąć 
jako nieznaczący.

Wykorzystując równanie (23), można przedstawić wartości 
ciśnienia p(x,t) oraz przepływu masowego M(x,t) w gazociągu 
w postaci:
	 p(x,t) = ps(x)+∆p(x,t)	 (24)
	 M(x,t) = Ms + ∆M(x,t)	 (25)
gdzie: ∆p(x,t) oraz ∆M(x,t) oznaczają niewielkie odchyle-

nia od stanu ustalonego odpowiednio ciśnienia ps(x) 
i przepływu Ms.

Człony nieliniowe w układzie równań (21) są linearyzowa-
ne poprzez rozwinięcie w szereg Taylora wokół punktu stanu 
ustalonego o współrzędnych Ms, ρs . W rezultacie otrzymuje się:
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Zastępując wartość gęstości i prędkości (ρs(x), ws(x)) war-
tościami średnimi po długości (ρs, ws), uzyskuje się:
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Ostatecznie równanie ruchu przyjmuje następującą postać:
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Dla małych odchyleń, odrzucając mało znaczące wyrazy, 
równania (9) oraz (27) można zapisać w postaci układu równań:
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gdzie:
	 C' = A/c2

	 L' = 1/A
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Równania (29) oraz (30) są równaniami różniczkowymi 
cząstkowymi, liniowymi o stałych współczynnikach. Równania 
te poniżej przekształcono przy użyciu transformaty Laplace’a 
do postaci operatorowej.

Postać operatorowa modelu

Stosując przekształcenia Laplace’a do równania (29) i (30) 
(Kontorowicz, 1956):
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po przekształceniach uzyskuje się następujący układ 
równań:
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gdzie:
ε = x/L (Kralik et al., 1984)

Równania (30) i (31) można zapisać w postaci:
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lub w postaci równania:
	 y y′ = ⋅( ) ( )ε εA 	 (34)
gdzie:
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Stosując przekształcenia Laplace’a do równań (33) po ε, 
otrzymuje się:

	 q∆p(s,q) – ∆p(s,0) = γ1 ∆p(s,q) – γ2 ∆M(s,q)	 (35)
	 q∆M(s,q) – ∆M(s,0) = –γ3 ∆p(s,q)	 (36)

Podstawiając (36) do (35), wyznacza się:
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Dokonując przekształcenia odwrotnego zgodnie ze wzorami:
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gdzie:
	 ∆ = b2 – 4ac
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otrzymuje się:
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Podstawiając (35) do (36), otrzymuje się:
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skąd można wyznaczyć:
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Dokonując przekształcenia odwrotnego, uzyskujemy:
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Przyjmując oznaczenia:
	 ∆p(s,ε) = ∆p2

	 ∆M(s,ε) = ∆M2

	 ∆p(s,0) = ∆p1

	 ∆M(s,0)=∆M1

ostatecznie otrzymuje się, dla x = L:
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Stąd równanie (34) można zapisać w postaci:
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gdzie:
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Z układu (43) można wyznaczyć:
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oraz:
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i zapisać te równania w postaci operatorowej w następujący 
sposób:
	 ∆p2(s) = H1(s) ∆p1(s) + H2(s) ∆M2(s)	 (46)
	 ∆M1(s) = H3(s) ∆p1(s) + H4(s) ∆M2(s)	 (47)
gdzie:
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przy założeniu, że ∆M2(s) = 0,
oraz:
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przy założeniu, że ∆p1(s) = 0.
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wprowadzono oznaczenia:
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Wzory na α i β można zapisać w następujący sposób:
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gdzie:
ω* = ω/ωG

Dla szybkozmiennych przepływów przyjęto (według 
Weimana, 1974), że:
	 T' = 0
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	 	 δ =
′ ′

′
=
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0

co powoduje zmianę wartości α i β na α' i β' i otrzymuje się:

	 ′ =α
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ω

γ ω ωG
c

j2 2

Funkcje przejścia definiowane są w celu badania reakcji 
wejście–wyjście. Po przekształceniu do postaci operatorowej 
(Osiowski, 1981) funkcje przejścia są wykorzystywane do 
badania właściwości dynamicznych układów. Aby funkcję 
przejścia przekształcić do postaci operatorowej, należy funkcje 
trygonometryczne rozwinąć w szereg potęgowy (Osiadacz 
i Gburzyńska, 2022). Otrzymuje się wówczas:
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Charakterystyka Bodego

Aby badać właściwości dynamiczne rurociągu z wyko-
rzystaniem analizy częstotliwościowej, konieczne jest przed-
stawienie funkcji przejścia w formie widmowej. Operację tę 
wykonuje się, zamieniając operator s na złożenie jω:
	 H s H js j( ) ( )= =ω ω
gdzie:
j – jednostka urojona liczby zespolonej,
ω – prędkość kątowa,
ω = 2π f,
f = 1/T,
T – okres funkcji.

Funkcję H(jω) nazywamy transmitancją widmową.

Charakterystyki częstotliwościowe opisują zachowanie 
układu w stanie ustalonym przy sygnałach sinusoidalnych. 
Te charakterystyki opisują relację między odpowiedzią układu 
a zadaniem wymuszenia harmonicznego, zmieniającego się 
w określonym zakresie prędkości kątowej. Wykorzystanie 
sygnału sinusoidalnego jako sygnału testowego ma uzasad-
nienie z kilku powodów. Po pierwsze, odpowiedź stabilne-
go, liniowego układu na dowolny sygnał okresowy to suma 
odpowiedzi dla każdej składowej (sinusoidalnej) sygnału 
wejściowego, dzięki rozkładowi sygnału na szereg Fouriera.  
Po drugie, każdy sygnał okresowy może być przedstawio-
ny jako suma sygnałów sinusoidalnych, które są łatwe do 
wygenerowania.

Wprowadzając na wejściu układu liniowego i stacjonarnego 
sygnał sinusoidalny:
	 x(t) = A ∙ sin (ωt)
gdzie A – amplituda, po pewnym czasie na wyjściu, po wyga-
szeniu stanów przejściowych, uzyskuje się również sinusoidal-
ny sygnał o tej samej prędkości kątowej co sygnał wejściowy. 
Sygnał wyjściowy w ogólnym przypadku ma inną amplitudę 
niż sygnał wejściowy i jest opóźniony w fazie względem niego: 
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	 y(t) = B ∙ sin (ωt + φ)
gdzie:
B – amplituda,
φ – przesunięcie fazowe.

Układ można opisać stosunkiem amplitudy na wyjściu do 
amplitudy na wejściu oraz różnicą faz w zakresie prędkości 
kątowej. Liczbę M(ω), określającą stosunek amplitudy sygnału 
wyjściowego do amplitudy sygnału wejściowego, nazywamy 
charakterystyką częstotliwościową lub wzmocnieniem układu: 
	 M(ω) = B(ω)/A(ω) = |H(jω)| [dB]

Jeśli M(ω) jest mniejsze niż jedność, występuje tłumie-
nie układu. Przesunięcie fazowe wprowadzone przez układ, 
oznaczone jako:
	 φ(ω) = arg H(jω) [rad]
nazywamy charakterystyką fazową. Określa ona przesunięcie 
fazowe sygnału wyjściowego względem sygnału wejścio-
wego w funkcji ω. Wartość ujemna charakterystyki fazowej 
oznacza opóźnienie sygnału wyjściowego względem sygnału 
wejściowego.

Charakterystyki częstotliwościowe w skali logarytmicznej 
przedstawione oddzielnie dla modułu mają postać:
	 L(ω) = 20 log M(ω) [dB]
i postać logarytmicznej charakterystyki fazowej, czyli zależno-
ści przesunięcia fazowego od prędkości kątowej przedstawio-
nej w skali logarytmicznej, i nazywane są charakterystykami 
Bodego. Charakterystyki Bodego pozwalają analizować, jak dla 
określonych wartości prędkości kątowej sygnału wejściowego 

zmieniają się amplituda oraz przesunięcie fazy między sy-
gnałem wyjściowym a wejściowym. Skala prędkości kątowej 
jest przedstawiana na wykresach w postaci logarytmicznej, 
skala amplitudy w decybelach, a skala przesunięcia fazowego 
w kątach lub w radianach.

Zaletą charakterystyki Bodego jest to, że iloczyny czyn-
ników w wyrażeniu stają się sumami składników, co wyni-
ka z zastosowania zapisu logarytmicznego. Druga zaleta to 
czytelne przedstawienie charakterystyki w szerokim zakresie 
zmian prędkości kątowej.

Analiza

Obliczenia przeprowadzono dla rurociągu długości L =  
= 100 [km], średnicy D = 0,3 [m] oraz stosunku masy wodoru 
θ = 0; θ = 0,25; θ = 0,5; θ = 1.

Warunki brzegowe:
•	 	dla x = 0:

– p1 = 5 [MPa];
•	 	dla x = L:

– obciążenie w postaci przepływu masowego:  
   M = M0 + 0,5 ∙ M0∙sin (ωt), gdzie M0 = 240 [kg/s];
– ω = 4 π /t [rad/s].
Do symulacji przepływu został wykorzystany program 

MATLAB – program komputerowy będący interaktywnym 
środowiskiem do wykonywania obliczeń naukowych i inży-
nierskich oraz do tworzenia symulacji komputerowych.

Rysunek 1. Rezultat obliczeń dla gazu ziemnego (θ = 0)
Figure 1. Calculation result for natural gas (θ = 0)
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Na wykresach na rysunkach 1–4 przedstawione są loga-
rytmiczne charakterystyki amplitudowe i fazowe (wykresy 
Bodego) dla funkcji opisanych wzorami (54)–(57) przy różnych 
wartościach stosunku masowego wodoru θ.

Na rysunkach 5–8 rezultaty modelu dla θ = 0 oznaczo-
no kolorem niebieskim, dla θ = 0,25 kolorem czerwonym, 
dla θ = 0,5 kolorem pomarańczowym, a dla θ = 1 kolorem  
fioletowym.

Rysunek 2. Rezultat obliczeń dla mieszaniny wodoru i gazu ziemnego (θ = 0,25)
Figure 2. Calculation result for a mixture of hydrogen and natural gas (θ = 0.25)

Rysunek 3. Rezultat obliczeń dla mieszaniny wodoru i gazu ziemnego (θ = 0,5)
Figure 3. Calculation result for a mixture of hydrogen and natural gas (θ = 0.5)
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Rysunek 4. Rezultat obliczeń dla wodoru (θ = 1)
Figure 4. Calculation result for hydrogen (θ = 1)

Rysunek 5. Rezultat obliczeń dla funkcji H1
Figure 5. Result of calculations for function H1

Wnioski

Uzyskane wyniki jednoznacznie wskazują, że zwiększenie 
stosunku masowego wodoru θ prowadzi do zmian w rezul-
tatach obliczeń. Piki na charakterystyce Bodego zwiększają 

się wraz z dodatkiem wodoru do mieszaniny gazów, co może 
sugerować, że dodatek wodoru wpływa na częstotliwości 
rezonansowe systemu. Wpływ ten może być związany z róż-
nicami w charakterystyce dynamicznej układu w obecności  
wodoru.
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W praktyce zwiększające się piki mogą sygnalizować, że 
układ reaguje na konkretne częstotliwości związane z obec-
nością wodoru. To może mieć wpływ na stabilność systemu 
lub jego właściwości dynamiczne i ewentualne dostosowanie 
parametrów, aby utrzymać stabilność i efektywność systemu.

Jest to ważne spostrzeżenie, ponieważ wskazuje na istnienie 
zależności między ilością wodoru a ciśnieniem w badanej mie-
szaninie gazów. W związku z tym uzyskane wyniki stanowią 
istotny wkład w zrozumienie wpływu stosunku masowego 
wodoru na działanie układu.

Rysunek 6. Rezultat obliczeń dla funkcji H2
Figure 6. Result of calculations for function H2

Rysunek 7. Rezultat obliczeń dla funkcji H3
Figure 7. Result of calculations for function H3
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Rysunek 8. Rezultat obliczeń dla funkcji H4
Figure 8. Result of calculations for function H4

Układ jest bardziej stabilny, gdy jego charakterystyka 
Bodego wykazuje:
•	 	mniejsze amplitudy w częstotliwościach rezonansowych 

– oznacza to, że system nie reaguje z nadmierną ampli-
tudą na konkretne częstotliwości, co może prowadzić do 
niestabilności;

•	 	szybkie zmniejszanie się amplitudy przy wyższych często-
tliwościach – w miarę wzrostu częstotliwości amplituda 
odpowiedzi systemu maleje. To wskazuje na zdolność 
systemu do tłumienia szybkich zmian sygnałów;

•	 	fazę blisko −180 stopni – przesunięcie fazowe zbliżone do 
−180 stopni jest zwykle korzystne, zwłaszcza w systemach 
regulacji, gdzie sygnał sterujący powinien być w fazie 
z sygnałem wyjściowym;

•	 	brak pików na wykresie amplitudy – nieobecność pików na 
wykresie Bodego sygnalizuje brak rezonansu, co wpływa 
na stabilność systemu.

Podsumowanie

W artykule skoncentrowano się na matematycznym modelu 
mieszaniny wodoru i gazu ziemnego w kontekście izoter-
micznego przepływu gazów. Analiza matematyczna obejmuje 
dodanie wodoru do gazu ziemnego, a wyniki badań pomagają 
zrozumieć fizyczne i termodynamiczne zachowanie mieszaniny 
tych gazów.

Artykuł podkreśla znaczenie tego modelu w kontekście 
ewentualnego wykorzystania wodoru jako składnika sieci 
gazowej. Pod uwagę wzięto wyzwania związane z integracją 
wodoru z istniejącą infrastrukturą gazową i analizę konsekwen-
cji tego procesu. W kontekście przyszłościowej zrównoważonej 
energetyki zastosowanie wodoru w sieci gazowej jest istotnym 
zagadnieniem.

W rezultacie artykuł ten stanowi wkład w badania nad 
rozwinięciem i adaptacją infrastruktury gazowej, uwzględ-
niając potencjał wodoru jako czynnika wspierającego cele 
zrównoważonej energetyki.
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