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Matematyczny model nieustalonego przeptywu mieszaniny wodoru
| gazu ziemnego w rurociggu

Mathematical model of unsteady flow of a hydrogen and natural gas mixture in a pipeline

Marta Gburzynska

Panstwowa Akademia Nauk Stosowanych im. Ignacego Moscickiego w Ciechanowie

STRESZCZENIE: W niniejszym artykule opisany zostal matematyczny model przepltywu gazu w stanie nieustalonym, ktory nastgpnie
zostat uzupetniony do postaci prezentujgcej matematyczny model mieszaniny wodoru i gazu ziemnego. Model ten jest wyprowadzany
za pomocg rownan ruchu, ciaglo$ci oraz stanu i dostarcza precyzyjnego opisu dynamicznych aspektow przeplywu gazu. Badania ma-
tematyczne obejmujg dodanie wodoru do gazu ziemnego, majac na celu umozliwienie zrozumienia wptywu tej modyfikacji na wlasci-
wosci mieszaniny gazow. Model matematyczny mieszaniny gazow jest linearyzowany w celu zapisu w postaci operatorowej. Postac¢
operatorowa modelu daje mozliwo$¢ miedzy innymi definicji funkcji przejscia. Funkcje przejscia definiowane sa w celu badania reakcji
wejscie—wyjscie. Po przeksztatceniu do postaci operatorowej funkcje przej$cia sa wykorzystywane do badania wtasciwosci dyna-
micznych uktadu. Kolejnym etapem jest opis funkcji przej$cia w postaci widmowej, aby zbadaé¢ wtasciwosci dynamiczne rurociagu
z wykorzystaniem analizy czgstotliwo$ciowej. Charakterystyki czgstotliwosciowe opisuja zachowanie uktadu w stanie ustalonym przy
sygnalach sinusoidalnych. Wyrazaja relacj¢ migdzy odpowiedzig uktadu a zadanym wymuszeniem harmonicznym, zmieniajacym si¢
w okreslonym zakresie predkosci katowej. Charakterystyki czgstotliwosciowe w skali logarytmicznej przedstawione oddzielnie dla
modutu liczby okreslajacej stosunek amplitudy sygnatu wyjsciowego do amplitudy sygnalu wejsciowego oraz logarytmicznej charak-
terystyki fazowej, czyli zalezno$ci przesunigcia fazowego od predkosci katowej przedstawionej w skali logarytmicznej, nazywane sa
charakterystykami Bodego. Charakterystyki Bodego pozwalajg analizowac, jak dla okreslonych wartosci predkosci katowej sygnatu
wejsciowego zmieniaja si¢ amplituda oraz przesunigcie fazy mig¢dzy sygnatem wyjsciowym a wejsciowym. Podstawowym celem
przeprowadzonej analizy jest zrozumienie procesow przeptywu gazu w warunkach nieustalonych. Jednym z kluczowych parametréw
branym pod uwagg jest stosunek masowy wodoru do gazu ziemnego, oznaczany jako 6. Ten wspotczynnik ma decydujace znaczenie
dla zrozumienia wlasciwos$ci mieszaniny gazow. Daje on cenne informacje na temat dynamiki mieszanki. Wplyw tej mieszaniny na
procesy przeptywu gazu jest istotny zardwno teoretycznie, jak i praktycznie. Prezentowana analiza stanowi istotny krok w kierunku
lepszego zrozumienia tych procesow.

Stowa kluczowe: wodor, gaz ziemny, model matematyczny, przeptyw gazow, mieszanina gazow, izotermiczny przeptyw gazow, prze-
strzen stanow, rownanie stanu, zrOwnowazona energetyka.

ABSTRACT: This article describes a mathematical model of unsteady gas flow in an unsteady state, which is then extended to represent
a mathematical model of a mixture of hydrogen and natural gas. This model is derived using equations of motion, continuity, and state,
providing a precise description of the dynamic aspects of gas flow. The mathematical investigations include the addition of hydrogen to
natural gas, aiming to understand the impact of this modification on the properties of the gas mixture. The mathematical model of the
gas mixture is linearized for representation in operator form. The operator form of the model allows, among other things, the definition
of transfer functions. Transfer functions are defined to examine input-output responses. After transformation into operator form, trans-
fer functions are utilized to investigate the dynamic properties of the system. The next step involves describing the transfer functions
spectrally to examine the dynamic properties of the pipeline using frequency analysis. Frequency characteristics describe the system's
behavior in a steady state under sinusoidal signals. They elucidate the relationship between the system's response and a specified har-
monic excitation, varying within a defined range of angular velocities. Frequency characteristics, presented separately for the magnitude
of the number, determining the ratio of output signal amplitude to input signal amplitude, and the logarithmic phase characteristics,
depicting the phase shift dependence on angular velocity presented in a logarithmic scale, are known as Bode characteristics. Bode
characteristics allow the analysis of how amplitude and phase shift between the output and input signals change for specific angular
velocity values of the input signal. The primary goal of the conducted analysis is to understand gas flow processes under unsteady
conditions. One of the key parameters taken into account is the mass ratio of hydrogen to natural gas, denoted as . This coefficient is
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crucial for understanding the properties of the gas mixture, providing valuable insights into its dynamics. The impact of this mixture
on gas flow processes is significant both theoretically and practically. The presented analysis represents a crucial step towards a better

understanding of these processes.

Key words: hydrogen, natural gas, mathematical model, gas flow, gas mixture, isothermal gas flow, state space, equation of state,

sustainable energy.

Wstep

W perspektywie ekologii 1 zrdwnowazonego rozwoju wo-
dor wyrdznia sig¢ jako potencjalnie kluczowe zrodlo energii
ze wzgledu na brak emisji dwutlenku wegla (CO,) podczas
jego uzytkowania. Jako czysty gaz palny jest rozwazany jako
perspektywiczne zrédlo energii w przysztosci (Gburzynska
1 Kwasniewski, 2023). W przypadku gdyby produkcja wodoru
odbywata si¢ z uzyciem odnawialnych zrédet energii, elimi-
nujac tym samym znaczgce emisje CO,, mozliwe statoby si¢
generowanie i korzystanie z energii przy minimalnym wplywie
na $rodowisko w postaci gazéw cieplarnianych i zanieczysz-
czen powietrza.

Jednakze wykorzystanie wodoru napotyka na wyzwania
zwigzane z przechowywaniem oraz jego naturalnym wyste-
powaniem w mieszaninie z innymi gazami, przede wszystkim
gazem ziemnym (Eames et al., 2022; Gburzynska 2023, 2024).
W artykule zostat przedstawiony uproszczony matematyczny
model dotyczacy tej mieszanki, ktdrego rozwigzanie oparto
na metodzie przestrzeni standw. Analiza koncentrowala si¢
na efektach dodawania wodoru do gazu ziemnego, dazac do
przedstawienia, w jaki sposob ten proces wptywa na wiasciwo-
$ci mieszanki. Taki model umozliwia bardziej wszechstronne
zrozumienie zachowan fizycznych i termodynamicznych tej
mieszanki, co ma kluczowe znaczenie w kontekscie potencjal-
nego wykorzystania wodoru jako komponentu gazu dostarcza-
nego do sieci gazowej (Director 1 Rohrer, 1976).

Wprowadzenie wodoru do tradycyjnej infrastruktury ga-
zowej stawia przed nami istotne wyzwania zwigzane m.in.
z réznicami w charakterystykach obu gazoéw. Analiza mate-
matyczna pomaga zidentyfikowaé potencjalne zagrozenia,
takie jak zmiany parametréw przeplywu czy kwestie zwigzane
z bezpieczenstwem dostaw gazu. Dodatkowo tego typu ana-
lizy maja kluczowe znaczenie w konteksécie zréwnowazonej
energetyki, w ktorej rola wodoru jako czystego zrodla energii
moze okazac¢ si¢ kluczowa (Ogata, 2002).

Matematyczny model
izotermicznego nieustalonego przeptywu gazu

Do tworzenia matematycznego modelu izotermicznego
nieustalonego przeptywu w rurociggu stosuje si¢ nastepujace
rownania (Osiadacz, 1987):

* rownanie ciaglosci;
e rownanie ruchu;
e rownanie stanu.

Rownanie ciggtosci

Rownanie cigglosci jest zasadg zachowania materii w od-
niesieniu do zjawiska przeptywu ptynu. Masa, ktora jest miarg
ilo$ci materii, nie moze powstac ani znikngé, stad zmiana masy
w objetosci kontrolnej moze by¢ spowodowana tylko rdznicg
wplywu i wyptywu do 1 z objetosci. Rownanie (1) jest prawem
zachowania masy w postaci roézniczkowe;j:

a , Apw) _

ot Ox )

gdzie:

p — gestos¢ gazu,

w — predkos¢ strumienia gazu,
t —czas,

x — wspotrzedna kartezjanska.

Mnozac obie strony réwnania przez pole przekroju po-
przecznego 4 oraz uwzgledniajac, ze M=p - w - A, gdzie M —
przeptyw masowy, otrzymuje si¢:

opd) __oM
ot ox

@

Réwnanie ruchu

Roéwnanie ruchu (II prawo dynamiki Newtona) mowi, ze
algebraiczna suma sit dziatajacych na element ptynu o okre-
$lonej masie w okreslonej chwili jest rowna zmianie pedu tego
elementu w tej chwili.

d(Mw)
dt

2 Fy 3

Lewa strona réwnania (3) moze by¢ wyrazona nastgpujaco
(Osiadacz, 1987):

d(Mw)  o(Mw) N o(Mw-w)
dt ot ox

—ﬁ( Aw-dx)+£( Aw?)-dx
o’ o’

“)
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W przypadku transportu gazu rurociggiem wyrdznia si¢
trzy sktadowe sity dziatajacej na element gazu:

SF =FR+F+F=

. Aw? op

=gpA-dx-sina + [—pﬁlj -dx + (—a/l) -dx  (5)

gdzie:

F, —sita od cigzaru gazu znajdujacego si¢ wewnatrz po-
wierzchni kontrolne;j,

F, —sita od oporu hydraulicznego,

F, —sita od ci$nienia gazu,

a — kat nachylenia osi rurociagu do poziomu,

A —wspolczynnik oporu hydraulicznego,

D — $rednica wewngtrzna.

Po przeksztatceniach otrzymuje sie:

/lpw2

D (6)

0 0 2 8p .
- + — + £ 4+ — A =0
y (pW) (pW ) pPgASING

Roéwnanie stanu

Roéwnanie stanu opisuje wzajemng zalezno$¢ pomiegdzy
parametrami stanu gazu (ciSnieniem, gestoscia i temperaturg):
plp=zRT @)

gdzie:

R —uniwersalna stata gazowa,

z — wspodlezynnik $cisliwosci, zalezny od wartosci krytycz-
nych temperatury i ci$nienia oraz ich wartosci rzeczy-
wistych,

T — temperatura gazu.

W przemianie izotermicznej (7= const) zalezno$¢ pomiedzy
ci$nieniem a gestoscig przyjmuje postac:
plp=¢ ®)
gdzie:
¢ — predko$¢ dzwicku w gazie,
p — ci$nienie gazu.

Podstawiajac rownanie (8) do réwnania (1), otrzymuje si¢:

a_M + ia_p =0 (9)

Oox 02 ot

Doktadny model matematyczny nicustalonego izoter-

micznego przeptywu gazu w rurociggu poziomym ma postaé
(Osiadacz, 1987):

Adp, M _

0
02 ot Oox

2 MM
o ox Apox 24> p

2
Apw) ,op M” O, 4 -0 (10
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Mieszanina wodoru i gazu ziemnego

Na bazie matematycznego modelu przeptywu gazu (10)
ponizej wyprowadzono matematyczny model mieszaniny
wodoru i gazu ziemnego.

Stosunek masowy wodoru (Agaie et al., 2020; Hafsi et al.,
2020):

__ Mas, (11)
Mas , + Mas,,
gdzie:
Mas,, — masa wodoru,
Mas, — masa gazu ziemnego.

Gestos¢ wodoru 1 gazu ziemnego okreslone sg jako:
p,=Mas,/V,
p,=Mas,/V,

(12)
(13)
gdzie:

V., — objetos¢ wodoru,

V, — objetos¢ gazu ziemnego.

Objetos¢ wiasciwa mieszaniny wodoru i gazu ziemnego
jest definiowana jako:
l/p=V,/Mas,, (14)
gdzie:
V, =V, +V,— objetos¢ mieszaniny wodoru i gazu ziemnego,
Mas, = Mas, + Mas, — masa mieszaniny wodoru i gazu
ziemnego.

Gestos¢ wodoru oraz gazu ziemnego zgodnie z procesem
politropowym sg zapisywane jako:

I/n
o= 2] a3
Po
I/n'
_ V4
Pg = Pg, [p_()] (16)

gdzie:

P, — Poczatkowa gestos¢ wodoru,

Pg, — POczatkowa gestos¢ gazu ziemnego,

p — cisnienie wzdtuz rurociggu,

P, — ci$nienie poczatkowe,

n — indeks procesu przeptywu dla wodoru,

n' —indeks procesu przeptywu dla gazu ziemnego.

Dla éredniej gestoS$ci mieszaniny mozna zapisac:
-1 1/}’! l/nl -1
Pw Pg Pw, \ P Pg, \P

Dla przeptywu sprezystego predkos¢ fal cisnienia definio-
wana jest nastgpujaco:



2 _[0p
%) ®
gdzie: 5

s — warunek stalej entropii.

Zwiazek rownania stanu z predkoscia fal ci$nienia ¢ mozna
zapisa¢ w postaci:

p=pc (19)
Podstawiajac (17) do (18), uzyskuje sie:
I/n 1/n'
. i{@} +M[@] .
P, \ P P, \ P
2 (20

I/n 1/n'
)1 L[&]/ +L9)(@j/
Pl npy, \ P n'pg \ p

W uproszczonym matematycznym modelu przyjeto, ze
rurociag jest utozony poziomo (pg sina = 0). Ostatecznie mozna
zapisa¢ (Osiadacz i Gburzynska, 2022):

Adp oM _,
02 ot Oox
e
dpw) op A MM _,
or  ox 2DA* p

Linearyzacja modelu

Dla uproszczenia modelu matematycznego opisanego ukta-
dem rownan roézniczkowych nieliniowych stosuje si¢ linearyza-
cj¢ tych réwnan. Pozwala to na sformutowanie przyblizonego
opisu liniowego zjawiska w otoczeniu wybranego punktu pracy
na charakterystyce statycznej (punkt ten odpowiada najcze-
$ciej nominalnym lub usrednionym warunkom pracy ukla-
du). Badanie uktadow liniowych jest podejmowane z dwoch
powodow. Po pierwsze, wiele uktadow zachowuje liniowo$¢
w uzytecznych przedziatach pracy, po drugie, doktadna analiza
matematyczna uktadow liniowych jest znacznie prostsza niz
analiza w bardziej ogélnym uj¢ciu. Ponizej zbadano zachowanie
si¢ zmiennych modelu wokot stanu ustalonego, tzn. rozwazono
przebiegi odchylen tych zmiennych od ich warto$ci w stanie
ustalonym. Poniewaz zmienne modelu sg funkcjami x oraz ¢,
wigc odchylenia tych zmiennych od warto$ci w stanie usta-
lonym s3 rowniez funkcjami x oraz ¢ zgodnie z zalezno$cia:

u(x,t) = u, + Au(x,t) (22)

Odchylenia te nazywane sa zmiennymi przyrostowymi
1 0znacza si¢ je symbolem Au(x,f), a u, oznacza warto$¢ stanu
ustalonego. Przyjmuje si¢, ze zmienne przyrostowe spetniaja
warunek [Au/u| < 1.

Wartosci zmiennych przyrostowych powinny by¢ na tyle
male, zeby czlony zawierajace te wielko$ci mozna byto po-
mingé, tzn.:
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ox

ou 0
" ox (us ) ox “s Ox

(23)
co oznacza, ze ostatni czton w rdwnaniu (23) mozna pomingé
jako nieznaczacy.

Wykorzystujac rownanie (23), mozna przedstawi¢ wartosci
ci$nienia p(x,f) oraz przeptywu masowego M(x,f) w gazociagu
W postaci:

pOx,t) = p()+Ap(x,1) (24)
M(x,t) = M, + AM(x,{) (25)
gdzie: Ap(x,f) oraz AM(x,f) oznaczaja niewielkie odchyle-
nia od stanu ustalonego odpowiednio ci$nienia p(x)
i przeplywu M.

Cztony nieliniowe w uktadzie rownan (21) sg linearyzowa-
ne poprzez rozwinigcie w szereg Taylora wokot punktu stanu
ustalonego o wspotrzednych M., p,. W rezultacie otrzymuje si¢:

IM|M _
Iol
1+[2AM_A_p}r
M, p;
M, | M amY _aMAp (ap)
_ M, [ M, +( J—z —p+(—pj +b (26)
Ps M; Mg ps \ ps
+0-(AM3,Ap3)

Zastepujac warto$¢ gestosci i predkoscei (p,(x), w,(x)) war-
tosciami $rednimi po dhugosci (p,, w,), uzyskuje sig¢:

1AM oAp | MM, 0Mp 2 M, 0AM _

- +
A ot ox A2 pszcz ox A2 ps Ox
- 12|A/2[S|MSA + 12|MS|AM:0 27)
DA™ p; (x)c DA” py(x)

Ostatecznie rownanie ruchu przyjmuje nastepujacg postac:

oAp 1| MM 0Ap _ 10AM 2 M, 0AM

o A pt . A a4 p, &
DA~ ps(x)c DA~ pg(X)

Dla matych odchylen, odrzucajac mato znaczace wyrazy,
réwnania (9) oraz (27) mozna zapisa¢ w postaci uktadu rownan:

% M _, (29)
ot Ox
OBp | g OOM 1080 iy O8M | piabr =0 (30)
Ox Ox Ox ot
gdzie:
C'=Alc?
L'=1/4
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AL
T(:LZ ]\24SMS2 93 — |WS|
A" py(x)e DA
L
R = A | MS | '94 = Z
D : Az p N (X) A L
P = A | M, s | M s ‘95 = c_z
2D- 42 pi(x)c? N
> M lub w postaci rownania:
§'==—= ‘(e)=A-y(e 34
AZPS(x) . )_/()_Z() (34)
gdzie:
Roéwnania (29) oraz (30) sg rownaniami rézniczkowymi OAp
czastkowymi, liniowymi o stalych wspoétczynnikach. Rownania V(e) = O¢
te ponizej przeksztatcono przy uzyciu transformaty Laplace’a = OAM
do postaci operatorowe;j. Oe
1772
A =
73 0
. ey | Ap(s)
Posta¢ operatorowa modelu Y (€) _|:AM(S):|
Stosujac przeksztatcenia Laplace’a do rownania (29) i (30) Stosujac przeksztatcenia Laplace’a do rownan (33) po e,
(Kontorowicz, 1956): otrzymuje sie:

L(Ap(t)) = Ap(s)
L(AM(t)) = AM(s)

E(aﬂ) =s5-Ap(s)

gAp(s,q) — Ap(s,0) =y, Ap(s,q) — y, AM(s,q) ~ (35)
gAM(s,q) — AM(s,0) = —y; Ap(s,q) (36)

ot Podstawiajac (36) do (35), wyznacza sig:
E(ag_tM) =5-AM(s) Ap(s,q) =
q 72
) . . =—F—Ap(5,0) -————=——AM(5,0) (37)
' po })rzeksztaicenlach uzyskuje si¢ nastepujacy uklad g - Y14 =773 g - 14— 775
réwnan:
GSM ——C's- Ap(s) 31) Dokonujac przeksztatcenia odwrotnego zgodnie ze wzorami:
I3
! ’ ! ! ’ bi
p _SCs+P) sy S4B sy o) £ 1 1 o2 pBcoshe Y2 4 asinhe Y2
oe a-7" a-7 aq” —bq—cy; aA 2a 2a
gdzie: be
E A
e =x/L (Kralik et al., 1984) 1 2e2aginhg £
E_l _ 2a
aq2 —bq —cy; JA

Réwnania (30) i (31) mozna zapisaé w postaci:

oAp gdzie:

L — 1.2
Oe Y1 =72 | | Ap(s) A=b"—4ac
OAM

(33)
1
- AM(s) a+p =5(71 1’ +47273)
&
. 1
gdzie: a-p= 5(7’1 - " +47273 )

SCs+P'  L's+R

-73 0

= —— =, = C,S
n 1-7 2 1-7 € przy czym:
n= 191 + 192 S 1 1 2
a=—y, B==+y;" +4

Yy =93+ 9,5 2)”1 B ) " 7273

73 =958 otrzymuje si¢:
81=l/lL|wS|ws Ap(s,e) =
2 D — % & _
=e”" | cosh fe +—sinh B¢ |Ap(s,0) (38)
9. — 2wy L B

L) —Z,,sinh Be AM (s,0)
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Podstawiajac (35) do (36), otrzymuje si¢: oraz:
1 2 2\ -
Ap(s,0) 7, ——(-a”/p")sinh
AM(s,q) =AM (s,0) =—y3;| ——————————AM(s,0 VA
q ( ‘I) ( ) y3( q-7 q-n ( ) AMl(S)Z w ” Apl(S)-i-
cosh B ——sinh
skad mozna wyznaczy¢: B (45)
_ 1
AM(s,q) = +e - AM, (s)
- cosh  ——sinh
=B Ap(s,0)+ T AM(5,0) (39) p B p
6] —N4q—7273 9 —N4-7273 . L, , . . . .
1 zapisac te rownania w postacl operatorowej w nastepujacy
Dokonujac przeksztalcenia odwrotnego, uzyskujemy: Sposob:
wl o . Apy(s) = H\(s) Ap(s) + Hy(s) AMy(s) (46)
AM(s,e)=¢ —Esmh Be +cosh fe |AM(s,0) + AM,(s) = Hy(s) Ap,(s) + H,(s) AM,(s) 47)
1 (o2 gdzie:
+—| ——1 [sinh B& Ap(s,0) 40
Zw(ﬂz ] o Apy(s) ¢
Hy(s)= = _ (48)
Przyjmujac oznaczenia: Apy(s) cosh f ——sinh 8
Ap(s.) = Ap, o
—{-a“/ sinh
AM(s,) = AM, AM(s) Z, ( f7)sinhf
Hy5) =" 1 5= - (49)
Ap(s,0) = Ap, P11 cosh 3 —Esinh B
AM(s,0)=AM
(s.0) ! przy zalozeniu, ze AM,(s) =0,
ostatecznie otrzymuje si¢, dlax = L: oraz:
Ap,(s) Z,,sinh B
o« a . . H,(s)= - (50)
Ap, =é Hcoshﬂ +EsmhﬂjAp1 —ZwsmhﬂAMl} (41) AMz(S) coshﬂ—%sinhﬂ
—a
[—%sinhﬂ +coshﬂ]AM1 + Hy(s)= Z\Ajl(s) ¢ - (51)
AM, = e* 5 (42) 2(8) cosh B ——sinh 8
l |« 1 B
Z_w ? —1|sinh f Ap, przy zatozeniu, ze Ap,(s) = 0.
. . . . . P +s8'C'.
Stad réwnanie (34) mozna zapisa¢ w postaci: We wzorach a = 2(1 ™ if= sC (R +sL")
{ Apy (s) } _ wprowadzono oznaczenia:
AMZ (S) / ! ! !
o 1) L S <, c=
cosh B +—sinh 8 -Z,,sinh G- L,,J/ 2R’ C” L Jr C'
_ ﬁ Ap] (S)
=e 2 (43) . . s . e
1 a” . o . M, (s) Wzory na a i f mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:
7 1- ? sinh Scosh 8 — Esmhﬂ
w 1 «
a=——26(+jws) (52)
. 1-T" ¢
gdzie:
vy R'+sL
Z =12 2 2
YU (=T B= N ! ,w—G\/IyT,—w*2(1+16T,J+jw*(l+2y5) (53)
Z uktadu (43) mozna wyznaczy¢: =" ¢ y1= a
u 1 gdzie:
Apy(s)=e Api(s)— "= wlog

cosh 8 — %sinh B

(44) Dla szybkozmiennych przepltywoéw przyjeto (wedtug

Z,,sinh
AMz (S) . .
cosh B — @ inh B Weimana, 1974), ze: _
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5= <0
2N
co powoduje zmiang warto$ci o1 fna a'1 f'1 otrzymuje sig:
g
¢

p =2 \/y ~0" + jo'

Funkcje przejscia deﬁniowane sa w celu badania reakcji
wejsScie—wyjscie. Po przeksztalceniu do postaci operatorowej
(Osiowski, 1981) funkcje przejécia sa wykorzystywane do
badania wtasciwosci dynamicznych uktadéow. Aby funkcje
przejscia przeksztalci¢ do postaci operatorowej, nalezy funkcje
trygonometryczne rozwing¢ w szereg potggowy (Osiadacz
i Gburzynska, 2022). Otrzymuje si¢ wowczas:
ky

H(s)=——"—" (54)
l+as+ays
14 bys + bys>
Hy(s) =y ZEDS 0257 (55)
l+as+ays
2
H3(S):Lc2s2 (56)
I+ ais+ays
1
Hy($)=————=— (57)
I+as+ays
gdzie:
k1:€91
3 1
01201_5192
(}2 = (,12 +%19% ——192(11
19395(1—191+19%—19f+...)
2 6 ' 24 240 1
a = 1 _—192
g, 2
62
1 5 1
— 3395 1-—9, |+
243 5( 10 1)
19 1 1 | 1 3
=2 +-9,9:1-—9+—37 —— 9 +... |-
K 45[612412401 )
1 1 1,
——9,9;95|1-=9 9 - |+=95
1 5) 1 1 5
3-8 1+—.9 +—39 | 1+—39
bl:&+l35( 1) 1221[ 40 lj
9 6 1+791 L g
1920
S 9395( i93j+i9291(1+i9%j+
93 12 40
1
b, = 992+ 39| 14 —9?% |+ —9,9:9, + b
2 1202 45( 1) 120352

+92(1 91]
4 *\6 80
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1
2 1 4
1+—9 +1+—9
24 1920

2 I g
kz—e \93 1+£91 +ﬁ91
1o 1 1
o =e? 185(1+—9]2 +——9f +j
24 1920
;‘9 1 1 1 2
G =es Y5 9395 9291 40 —9
a] —a1 +L92
52 =C~lz +|92(31

Charakterystyka Bodego

Aby badaé¢ wlasciwosci dynamiczne rurociggu z wyko-
rzystaniem analizy czgstotliwo$ciowej, konieczne jest przed-
stawienie funkcji przej$cia w formie widmowej. Operacj¢ t¢
wykonuje sie, zamieniajac operator s na ztozenie jw:

H(s),_,, =H(jo)
gdzie:
— jednostka urojona liczby zespolone;j,
 — predko$¢ katowa,
w =2xf,
f=UrT,
T — okres funkcji.
Funkcje H(jw) nazywamy transmitancja widmowa.

Charakterystyki czgstotliwo§ciowe opisujg zachowanie
uktadu w stanie ustalonym przy sygnatach sinusoidalnych.
Te charakterystyki opisuja relacje migdzy odpowiedzig uktadu
a zadaniem wymuszenia harmonicznego, zmieniajacego si¢
w okreslonym zakresie predkosci katowej. Wykorzystanie
sygnatu sinusoidalnego jako sygnatu testowego ma uzasad-
nienie z kilku powodéw. Po pierwsze, odpowiedz stabilne-
go, liniowego uktadu na dowolny sygnat okresowy to suma
odpowiedzi dla kazdej sktadowe;j (sinusoidalnej) sygnatu
wejsciowego, dzieki rozkladowi sygnatu na szereg Fouriera.
Po drugie, kazdy sygnatl okresowy moze by¢ przedstawio-
ny jako suma sygnatow sinusoidalnych, ktore sg tatwe do
wygenerowania.

Wprowadzajac na wejsciu ukladu liniowego i stacjonarnego
sygnal sinusoidalny:

x(t) = A4 - sin(wt)
gdzie A — amplituda, po pewnym czasie na wyjsciu, po wyga-
szeniu stanow przejsciowych, uzyskuje si¢ rowniez sinusoidal-
ny sygnat o tej samej predkosci katowej co sygnat wejsciowy.
Sygnat wyj$ciowy w ogdlnym przypadku ma inng amplitude
niz sygnat wejsciowy i jest opdzniony w fazie wzglgdem niego:



y(t) =B - sin(wt + @)
gdzie:
B — amplituda,
@ — przesunigcie fazowe.

Uktad mozna opisa¢ stosunkiem amplitudy na wyjs$ciu do
amplitudy na wejsciu oraz r6znicg faz w zakresie predkosci
katowej. Liczbg M(w), okreslajacy stosunek amplitudy sygnatu
wyjsciowego do amplitudy sygnatu wejsciowego, nazywamy
charakterystyka czestotliwosciowa lub wzmocnieniem uktadu:

M(w) = B(w)/A(w) = |H(jo)| [dB]

Jesli M(w) jest mniejsze niz jednosé, wystepuje thumie-
nie uktadu. Przesunigcie fazowe wprowadzone przez uktad,
oznaczone jako:

9(w) = arg H(jw) [rad]
nazywamy charakterystyka fazowa. Okre$la ona przesunigcie
fazowe sygnatu wyjSciowego wzgledem sygnatu wejscio-
wego w funkcji . Warto$¢ ujemna charakterystyki fazowej
oznacza opdznienie sygnatu wyjsciowego wzgledem sygnatu
wejsciowego.

Charakterystyki czestotliwosciowe w skali logarytmicznej
przedstawione oddzielnie dla modutu majg postac:

L(w) =20logM(w) [dB]
i posta¢ logarytmicznej charakterystyki fazowej, czyli zalezno-
$ci przesunigcia fazowego od predkosci katowej przedstawio-
nej w skali logarytmicznej, i nazywane sg charakterystykami
Bodego. Charakterystyki Bodego pozwalajg analizowa¢, jak dla
okreslonych warto$ci predkosci katowej sygnatu wejsciowego
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zmieniajg si¢ amplituda oraz przesunigcie fazy miedzy sy-
gnatem wyjSciowym a wejsciowym. Skala predkos$ci katowej
jest przedstawiana na wykresach w postaci logarytmicznej,
skala amplitudy w decybelach, a skala przesuni¢cia fazowego
w katach Iub w radianach.

Zaleta charakterystyki Bodego jest to, ze iloczyny czyn-
nikow w wyrazeniu staja si¢ sumami sktadnikow, co wyni-
ka z zastosowania zapisu logarytmicznego. Druga zaleta to
czytelne przedstawienie charakterystyki w szerokim zakresie
zmian predkosci katowe;.

Analiza

Obliczenia przeprowadzono dla rurociggu dtugosci L =
=100 [km], $rednicy D = 0,3 [m] oraz stosunku masy wodoru
6=0; 6=0,25; 6=0,5; 6=1.

Warunki brzegowe:

e dlax=0:
—p1 =5 [MPa];
e dlax=1L:

— obcigzenie w postaci przeptywu masowego:
M=M,+0,5 - Mysin(wt), gdzie M, = 240 [kg/s];

—w=4x/t [rad/s].

Do symulacji przeptywu zostal wykorzystany program
MATLAB — program komputerowy bedacy interaktywnym
srodowiskiem do wykonywania obliczen naukowych i inzy-
nierskich oraz do tworzenia symulacji komputerowych.
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Rysunek 1. Rezultat obliczen dla gazu ziemnego (6 = 0)
Figure 1. Calculation result for natural gas (6 = 0)
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Rysunek 2. Rezultat obliczen dla mieszaniny wodoru i gazu ziemnego (6 = 0,25)
Figure 2. Calculation result for a mixture of hydrogen and natural gas (6 = 0.25)
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Rysunek 3. Rezultat obliczen dla mieszaniny wodoru i gazu ziemnego (6 = 0,5)
Figure 3. Calculation result for a mixture of hydrogen and natural gas (6 = 0.5)

Na wykresach na rysunkach 1-4 przedstawione sa loga- Na rysunkach 5-8 rezultaty modelu dla 8 = 0 oznaczo-
rytmiczne charakterystyki amplitudowe i fazowe (wykresy no kolorem niebieskim, dla § = 0,25 kolorem czerwonym,
Bodego) dla funkcji opisanych wzorami (54)—(57) przy réznych dla § = 0,5 kolorem pomaranczowym, a dla & = 1 kolorem
wartosciach stosunku masowego wodoru . fioletowym.
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Rysunek 4. Rezultat obliczen dla wodoru (0 = 1)
Figure 4. Calculation result for hydrogen (6= 1)
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Rysunek 5. Rezultat obliczen dla funkcji H1
Figure 5. Result of calculations for function H1

Whioski

Uzyskane wyniki jednoznacznie wskazuja, ze zwigkszenie
stosunku masowego wodoru 6 prowadzi do zmian w rezul-
tatach obliczen. Piki na charakterystyce Bodego zwigkszaja

si¢ wraz z dodatkiem wodoru do mieszaniny gazow, co moze
sugerowac, ze dodatek wodoru wptywa na czgstotliwos$ci
rezonansowe systemu. Wplyw ten moze by¢ zwiazany z roz-
nicami w charakterystyce dynamicznej uktadu w obecnosci
wodoru.
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Rysunek 6. Rezultat obliczen dla funkcji H2

Figure 6. Result of calculations for function H2

Funkcja H3
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Rysunek 7. Rezultat obliczen dla funkcji H3
Figure 7. Result of calculations for function H3

W praktyce zwigkszajace si¢ piki moga sygnalizowacé, ze Jest to wazne spostrzezenie, poniewaz wskazuje na istnienie
uktad reaguje na konkretne czgstotliwosci zwigzane z obec-  zalezno$ci miedzy iloscig wodoru a ci$nieniem w badanej mie-
noscig wodoru. To moze mie¢ wpltyw na stabilno$¢ systemu szaninie gazoéw. W zwiazku z tym uzyskane wyniki stanowia
lub jego wlasciwosci dynamiczne i ewentualne dostosowanie istotny wkiad w zrozumienie wptywu stosunku masowego
parametrow, aby utrzymac stabilno$c i efektywnos¢ systemu. wodoru na dziatanie uktadu.

240



04/2024

Funkcja H4
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Rysunek 8. Rezultat obliczen dla funkcji H4
Figure 8. Result of calculations for function H4

Uktad jest bardziej stabilny, gdy jego charakterystyka

Bodego wykazuje:

* mniejsze amplitudy w czgstotliwos$ciach rezonansowych
— oznacza to, ze system nie reaguje z nadmierng ampli-
tuda na konkretne czgstotliwosci, co moze prowadzi¢ do
niestabilno$ci;

» szybkie zmniejszanie si¢ amplitudy przy wyzszych czgsto-
tliwo$ciach — w miar¢ wzrostu czgstotliwosci amplituda
odpowiedzi systemu maleje. To wskazuje na zdolnosé
systemu do ttumienia szybkich zmian sygnatéw;

» fazg blisko —180 stopni — przesunigcie fazowe zblizone do
—180 stopni jest zwykle korzystne, zwtaszcza w systemach
regulacji, gdzie sygnat sterujacy powinien by¢ w fazie
z sygnatem wyjSciowym,;

» brak pikdw na wykresie amplitudy — nieobecno$¢ pikow na
wykresie Bodego sygnalizuje brak rezonansu, co wptywa
na stabilno$¢ systemu.

Podsumowanie

W artykule skoncentrowano si¢ na matematycznym modelu
mieszaniny wodoru i gazu ziemnego w kontekscie izoter-
micznego przeptywu gazow. Analiza matematyczna obejmuje
dodanie wodoru do gazu ziemnego, a wyniki badan pomagaja
zrozumie¢ fizyczne i termodynamiczne zachowanie mieszaniny
tych gazow.

Artykut podkresla znaczenie tego modelu w kontekscie
ewentualnego wykorzystania wodoru jako sktadnika sieci
gazowej. Pod uwage wzigto wyzwania zwigzane z integracja
wodoru z istniejacg infrastruktura gazowa i analiz¢ konsekwen-
cji tego procesu. W kontekscie przysztoSciowej zrownowazonej
energetyki zastosowanie wodoru w sieci gazowej jest istotnym
zagadnieniem.

W rezultacie artykut ten stanowi wktad w badania nad
rozwini¢ciem i adaptacja infrastruktury gazowej, uwzgled-
niajac potencjat wodoru jako czynnika wspierajacego cele
zrbwnowazonej energetyki.
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OFERTA BADAWCZA ZAKtADU

PRZESYLANIA | DYSTRYBUCJI GAZU

badania wyrobéw z polietylenu do budowy gazociagdw, wodociagdw oraz kanalizacji desz-
czowej i sanitarnej;

badania systemdw rurowych z tworzyw sztucznych do instalacji wody cieptej i zimnej;
badania armatury metalowej do sieci i instalacji gazowych oraz wodociagowych;
badania armatury sanitarnej oraz do instalacji centralnego ogrzewania i solarnych;
badania powtok ochronnych z tworzyw sztucznych na rurach i armaturze stalowej;
ocena stopnia zagrozenia korozyjnego gazociggdw stalowych;

ocena stanu technicznego izolacji gazociggdw stalowych metodami bezwykopowymi;
badania nowych materiatéw z tworzyw sztucznych do budowy gazociagéw;

badania systemdéw z PE pod katem mozliwosci ich stosowania do przesytania mieszaniny
gazu ziemnego i wodoru;

specijalistyczne szkolenia - szkolenie i kwalifikacja personelu zgrzewajacego rury i ksztatt-
ki z PE wg PN-EN 13067 w INiG-PIB jako Osgrodku Szkoleniowym i Egzaminacyjnym uznanym
przez UDT-CERT.
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